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Вступ

Використання безпілотних авіаційних комплек-
сів (БАК) в комп’ютеризованих інформаційно-
вимірювальних системах забезпечує оперативне
отримання значних за обсягом даних з великих за
розмірами ділянок простору. В цих системах БАК
використовуються як засіб транспортування сенсо-
рів для вимірювання різних фізичних величин.
Подібна організація процесу вимірювань є незамін-
ною для розв’язання багатьох практичних задач,
зокрема задача контролю довкілля об’єктів енерге-
тики в штатних і нештатних режимах роботи [1, 2].
Інформаційно-вимірювальні системи на базі таких
комплексів набувають нових можливостей і пере-
творюються на більш ефективні інструменти підт-
римки енергетичної безпеки [3].

Накопичення первинної вимірювальної інфор-
мації в системах з БАК здійснюється під час руху
безпілотних літальних апаратів у просторі за
замкненими траєкторіями, які охоплюють об’єкт
контролю. Одним з важливих завдань оброблення
отриманих експериментальних даних є оцінюван-
ня просторового розподілу концентрації шкідли-
вих викидів та визначення найбільш імовірних
напрямків їх поширення у просторі. Загальний
підхід до вирішення таких задач ґрунтується на
використанні методів статистичного аналізу куто-
вих спостережень [4]. 

В системах контролю параметрів довкілля
особливі вимоги висуваються до оцінок точності
результатів кутових спостережень. Процес форму-
вання таких оцінок ускладнений тим, що вимірю-
вані параметри мають ймовірнісний характер, а їх

закони розподілу не узгоджуються зі стандартни-
ми розподілами. 

В роботі розглянуто формування інтервальних
оцінок кругових статистик на основі емпіричних
розподілів даних кутових спостережень.

Розв’язання поставленої задачі

Під час оброблення експериментальних даних і
визначення їх кутових розподілів виникає необхід-
ність дослідження реалізацій випадкових кутів та їх
статистичного опрацювання. Випадкові кути, як
математичні об’єкти, мають характерну особли-
вість — розподіли ймовірності на колі. Це вимагає
застосування до вибірок випадкових кутів відповід-
них способів опрацювання та оцінювання стати-
стичних характеристик. Такими характеристиками
є тригонометричні моменти, кругові середнє та дис-
персія, кругові мода та медіана тощо [4,5].

Формування надійних оцінок результатів вимірю-
вання кутових величин в загально прийнятій формі
передбачає визначення показників їх якості. В міжна-
родній практиці вимірювань загальновизнаною оцін-
кою якості результату вимірювань є невизначеність
(uncertainty) [6]. Відомі методи формування інтер-
вальних оцінок точності на основі концепції неви-
значеності [7, 8] розроблені для розподілених на пря-
мій випадкових величин і здебільшого виходять з
гіпотези про гауссівський або інший відомий симет-
ричний розподіл похибок вимірювань. Такий підхід
можна застосувати до кутових даних у випадках, коли
область значень кутів — інтервал значень 0-2π, поді-
ляється  більш ніж на 100 клас-інтервалів, а серед-
ньоквадратичне відхилення кутових даних значно
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Éменше за π.   Ці обмеження часто викликані прагнен-

ням спростити модель процесу вимірювання і не
мають достатнього обґрунтування, тому такий підхід
для визначення інтервальних оцінок кутів призво-
дить до грубих похибок, обумовлених рядом причин.
По-перше, кількість клас-інтервалів, у випадку прове-
дення реальних вимірювальних експериментів, зазви-
чай є значно меншою за 100. По-друге, навіть пози-
тивний результат, який дають критерії перевірки
несуперечливості гіпотези про гауссовість даних, не
гарантує достовірність висновку про належність
вибірки до генеральної сукупності з гауссівьким роз-
поділом. По-третє, емпіричні розподіли кутів часто є
несиметричними та багатомодальними, що обумовле-
но одночасним впливом множини різних чинників. 

В роботах [4, 5] обґрунтовано зв'язок щільності
імовірності випадкових кутів з їх тригонометрич-
ними моментами, але особливостям практичного
використання цього важливого теоретичного ре -
зуль тату не приділено достатньої уваги. 

Основною метою роботи є обґрунтування і
дослідження методу вибіркових тригонометричних
моментів для оцінювання щільності розподілу ймо-
вірності кутів і визначення на цій основі розшире-
ної невизначеності їх статистик.

Постановка задачі

Виконується вимірювальний експеримент з
випадковим кутом ϑ(ω), де ω — елементарна подія
з області подій Ω, тобто ω ∈ Ω, ϑ(ω) ∈ [0,2π).
Щільність ймовірності кута p(θ) відома. В наявно-
сті є вибірка θ– = (θ[1],...θ[j],...θ[N]), θ[j] ∈ [0,2π)
обсягу N, елементи якої вважаються статистично
незалежними. Необхідно за θ– визначити оцінку
кругового середнього кута і його розширену неви-
значеність, використавши для цього отриманий
через вибіркові тригонометричні моменти емпірич-
ний розподіл кута.

Результати дослідження

Дослідження виконані шляхом комп’ютерного
моделювання вимірювального експерименту. Сут -
ність методу апроксимації розподілів кутових
даних вибірковими тригонометричними момента-
ми ґрунтується на відомому зв’язку щільності роз-
поділу p(θ) випадкових кутів з їх тригонометрич-
ними моментами [4, 6] 

(1)

Вираз (1) являє розклад p(θ) в ряд Фур’є за триго -
нометричними моментами

•

fn порядку n = 0, ±1, ±2, ...,
визначеними відносно нульового початкового

напрямку. За означенням тригонометричний мо -
мент  

•

fn(0) порядку n випадкового кута ϑ(ω) ∈ [0,2π)
зі щільністю розподілу p(θ) є комплекснозначною
функцією, що визначається для цілих значень 
n = 0, ±1, ±2, ...

(2)

де M — оператор математичного сподівання, .
Тригонометричні моменти 

•

fn(0) порядку n мають
представлення в декартовій і полярній системах
координат 

(3) 

де дійсні числа {an(0), bn(0)} отримують відносно
нульового напрямку θ = 0: 

(4)

(5)

Метод апроксимації розподілів ймовірності
кутів на основі вибіркових тригонометричних
моментів [9] ґрунтується на заміні у виразі (1) три-
гонометричних моментів порядку n випадкового
кута ϑ(ω) їх оцінками. Для задачі, що розглядаєть-
ся такі оцінки — вибіркові тригонометричні момен-
ти, отримують з вибірки  θ–: 

(6)

В (6) Cn(0), Sn(0) — це відповідно вибіркові
косинус- та синус-моменти кута n-го порядку.

За обмеженого значенням nгр порядку врахова-
них тригонометричних моментів отримаємо апрок-
симацію розподілу (1) виду 

(7)

Цей метод, на відміну від інших, задовільно
апроксимує не тільки одномодальні, але й двомо-
дальні розподіли ймовірності випадкових кутів в
умовах їх значної асиметрії. Проте за умови скінчен-
ного обсягу вибірки апроксимаційні криві мають
характер осциляцій і можуть набувати незначних
від’ємних значень, що не відповідає сутності ймовір-
нісної міри. Дослідимо це явище і можливі шляхи
подолання його негативного впливу на визначення
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вих статистик на прикладі задачі
апроксимації розподілу ймовірно-
сті випадкового кута ϑ з намотаним
гауссівським розподілом. Такий
розподіл виникає під час нелінійно-
го перетворення випадкової ве ли -
чи ни ξ виду 

ϑ = ξ(mod2π), (8)

є характерним для значного
кола практичних задач і достатньо
просто реалізується у комп’ютер-
ному моделюванні вимірювально-
го експерименту в будь-якому
середовищі інженерних розрахун-
ків. В результаті нелінійного пере-
творення (8) область значень ϑ
приводиться до інтервалу [0,2π). 

Нехай випадкова величини ξ
підпорядкована намотаному гаус-
сівському розподілу і має наступні
характеристики: математичне спо-
дівання Mξ = 1, дисперсія Dξ = 0,5,
а обсяг вибірки N = 10000. Для побудови гістограми
вибірки розділимо інтервал [0,2π) на k = [1 +
log2N]+ = [1 + log210000]+ = 14 рівномірних інтерва-
лів. Графік генерованої вибірки та відповідна гісто-
грама приведені на рис. 1 а, б.

Виконаємо апроксимацію щільності розподілу
ймовірності для отриманої вибірки, обмеживши
порядок тригонометричних моментів граничними
значеннями nгр = 100 і nгр = 10. Значення щільності
імовірності визначимо за виразом (7) на рівномір-
ній ґратці кутів [0, 0,01π, 0,02π, ..., 1,99π]. Отримані
графіки p(θ) у порівнянні з початковою гістогра-
мою наведені відповідно на рис. 2 а, б. 

Для порівняння на рис. 2 в, г наведено відповід-
но гістограму та графік апроксимованої щільності
ймовірності вибірки кутів меншого обсягу N = 500,
для якої k = [1 + log2N]+ = [1 + log2500]+ = 10, крок
ґратки кутів — 0,025.

З аналізу цих графіків можна зробити наступні
висновки.

1. У випадку збільшення nгр зростає високоча-
стотна («шумова») складова графіка щільності, а зі
зменшенням nгр графік стає більш гладким.

2. Спостерігається знакозмінна осциляція
близьких до нуля значень щільності. 

3. Зі збільшенням nгр частота осциляцій графіку
в околі нуля збільшується, а їх амплітуда дещо
зменшується (у проведених експериментах ці зна-
чення змінювались від ~0,001 до ~0,002).

Незначні за величиною від’ємні значення можна
скоригувати шляхом їх заміни на нульові. Така
заміна збільшить похибку апроксимації лише на
10–5÷10–4, що суттєво не впливає на похибку форму-
вання інтервальних оцінок.

Дослідимо збіжність процесу апроксимації. З
цією метою виконаємо апроксимацію попередньо
отриманої вибірки кутів обсягу N = 500 різною кіль-
кістю тригонометричних моментів. На рис. 3 пред-
ставлено результати апроксимації для nгр = {2, 4, 8, 16}
(зірочками позначено вузли апроксимації).

З аналізу наведених графіків випливає, що при
збільшенні nгр спочатку спостерігається наближення
кривої p(θ) до щільності розподілу випадкового кута
із заданими характеристиками, а потім відбувається
суттєве зростання осциляцій цієї кривої. Шляхом
моделювання встановлено, що доцільно обирати nгр

інтервалу [0,5k – 1]+ ± 1. В цьому випадку досягаєть-
ся певний компроміс між рівнем осциляцій і відхи-
ленням даних у вузлах апроксимації.

Одним з факторів, що обмежують точність визна-
чення інтервальних оцінок, є наявність у отриманих
наближеннях для щільності імовірності випадкових

а б

Рис. 1. Графік реалізації випадкового кута з намотаним
гауссівським розподілом (а) та її гістограма (б) для N = 10000

а б

в г

Рис. 2. Гістограми (криві 1) та графіки апроксимованої (криві 2) щільності
ймовірності вибірки випадкового кута з намотаним гауссівським розподілом та  (а) 

і  (б) для вибірки N = 10000 та  (в) і  (г) для N = 500
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ми. Виконане моделювання засвідчи-
ло, що їх питомий внесок у розраху-
нок імовірності не перевищує 1%.
Проте їх вплив може бути дещо змен-
шений, наприклад шляхом прирівню-
вання нулю від’ємних значень з
подальшим нормуванням щільності
ймовірності

(9)

де знакова функція 

(10)

Отримана в такий спосіб щіль-
ність ймовірності випадкового кута
можна використати для визначення
інтервальних оцінок результату одиничного вимі-
рювання. Ця задача має певну специфіку порівняно
з інтервальним оцінюванням випадкових величин
[7,8], що ілюструє рис.4.

Значення рівня довіри РД (ймовірності того, що
значення вимірюваного кута належить інтервалу
(θн, θв)) зазвичай обирається з інтервалу (0,8…0,95)
і обґрунтовується для кожної конкретної вимірю-
вальної задачі. Скориставшись визначеною раніше
щільність p'(θ) можна знайти значення θв, θн шля-
хом розв’язання інтегрального рівняння 

(11)

Для врахування можливих переходів верхньої і
нижньої межі розширеної невизначеності θв, θн

через значення θ = 0 та з урахуванням того факту,
що для несиметричних розподілів U+ ± U–, запропо-
новано їх визначення за наступними виразами

U+ = θв – θс + 2πI(θс, θв), U– = θс – θн + 2πI(θс, θн),  (12)

де індикаторні функції визначаються як

(13)

Вибіркове кругове середнє визначається з три-
гонометричних моментів [4]

(14)

З урахуванням того, що θс визначається за вибір-
кою з N незалежними значеннями та несиметричною в
загальному випадку відносно θс щільності імовірності
випадкового кута, отримаємо наступні вирази для ви -
зна чення границь розширеної невизначеності для  θс

а б

Рис. 4. Визначення розширеної невизначеності результату одиничного вимірювання кута за апроксимованою щільністю
ймовірності (а) та її відображення на одиничному колі (б)

Рис. 3. Апроксимація емпіричного розподілу щільності ймовірності за вибіркою
випадкового кута обсягу N = 500 для різних значень 
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(15)

Отримані емпіричні щільності ймовірності
кутів можуть бути використані у комп’ютерному
моделюванні вимірювальних експериментів для
генерування вибірок випадкових кутів. 

Висновки

1. Запропоновано підхід до оброблення кутових
даних в системах дистанційного контролю на базі
БАК, який ґрунтується на апроксимації емпіричних
щільностей ймовірності кутових даних за методом
вибіркових тригонометричних моментів, що дозво-
ляє визначати інтервальні оцінки середніх кутів
зміни у просторі різних фізичних величин за умови
апріорної невизначеності розподілу генеральної
сукупності, незалежно від її симетрії та кількості мод. 

2. Розроблено спосіб оброблення кутових даних,
який ґрунтується на апроксимації емпіричної щіль-
ності ймовірності кутових даних і дозволяє визнача-
ти розширену невизначеність середніх кутів за
умови апріорної невизначеності розподілу генераль-
ної сукупності і незалежно від його симетрії. 

3. Використання індикаторної функції для оці-
нювання розширеної невизначеності результатів
кутових вимірювань.

4. Обґрунтовано значення необхідної кількості і
порядку тригонометричних моментів в залежності
від обсягу вибірки в задачі апроксимації щільності
кутових розподілів, що дозволяє досягнути ком-
промісу між рівнем осциляцій і відхиленням даних

у вузлах апроксимації для оцінок щільності ймовір-
ності випадкових кутів. 
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EVALUATION OF CIRCULAR STATISTICS UNCERTAINTY 
IN CONTROL SYSTEMS BASED ON UNMANNED AERIAL COMPLEXES

While processing experimental data in control systems based on unmanned aerial complexes there is the task
of angular distributions analyzing and circular statistics determining. Method of selective trigonometric
moments for forming of circular average expanded uncertainty, based on random corners observational data
with priori unknown probability distributions was studied. Simulation results for sample values of random cor-
ners with Gaussian plied distribution probability are presented. 

Keywords: circular average; trigonometric moments; extended uncertainty.
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