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Àíîòàö³ÿ

Ó ðîáîò³ ïðèâåäåíî ð³øåííÿ çàäà÷³ îòðè-
ìàííÿ àíàë³òè÷íèõ âèðàç³â äëÿ ÷èñåëüíî¿ îö³íêè
àêóñòè÷íèõ ïîë³â, ùî ñòâîðþþòüñÿ êðóãîâèìè
ã³äðîåëåêòðîïðóæíèìè ñèñòåìàìè. Ïðèâåäåíèé
ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ îäåðæàíèõ âèðàç³â äëÿ
îö³íêè àêóñòè÷íîãî ïîëÿ êîíêðåòíî¿ ñèñòåìè.

Abstract

It is given in the work the solution of a task of
reception of a task of reception of analytical
expressions for a numerical valuation of acoustic
fields created by circular hydro electro resilient
systems. It is also given the example of use of the
received expressions for the valuation of acoustic
field of concrete system.

Ìíîãîòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è (ÌÒÊÇ) äëÿ
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ
øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ìîãóò áûòü íàçâàíû çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè,  îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äð. 

Ðåøåíèå çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî äåôîðìèðî-
âàííîãî òåëà, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ïîìîùè
ìåòîäà ïðÿìûõ (ÌÏ) èëè êîëëîêàöèè ïî ëèíèÿì
òàêæå ìîæíî ïðèâåñòè â îáùåì ñëó÷àå ê ìíîãî-
òî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ âîçíè-
êàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ
ñ÷åòà. Äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷
ïðîáëåìà ïðåîäîëåíèÿ ÷èñëåííîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè ðàçðàáîòàíà äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíî (ñì., íàïðèìåð, [1, 2]), â òîæå
âðåìÿ ìíîãîòî÷å÷íûì êðàåâûì çàäà÷àì
óäåëÿåòñÿ  ãîðàçäî ìåíüøå âíèìàíèÿ. 

Íèæå íà ïðèìåðå ÌÒÊÇ ìåòîäà
ïðÿìûõ èçëàãàþòñÿ àëãîðèòìû ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé
çàäà÷è [3], îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè
ïåðåõîäíûõ ìàòðèö â ñî÷åòàíèè ñ
ìåòîäàìè äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè
èëè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå. 

Ìåòîä äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè
ðàçðàáîòàí êàê ìåòîä ðåøåíèÿ äâóõòî-
÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé [1]. Â íåì äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû
âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ââîäèòñÿ ìåõà-
íèçì îðòîãîíàëèçàöèè êîìïîíåíò ðåøåíèÿ â
äèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê èíòåðâàëà ðåøåíèÿ.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
îäíîé èç ëó÷øèõ ÿâëÿåòñÿ Ïàäå-àïïðîêñèìàöèÿ,
ïðè êîòîðîé çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ
îòíîøåíèåì äâóõ ïîëèíîìîâ. 

Íèæå Ïàäå-àïïðîêñèìàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ðåøåíèè ÌÒÊÇ íà ýòàïå  âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîé
ýêñïîíåíòû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü H* (â
òðåõìåðíîì ñëó÷àå — ïàðàëëåëåïèïåä) äëÿ êîòî-
ðîé ñòðîèòñÿ ÷èñëåííîå îáùåå ðåøåíèå â
èíòåðâàëå [�0, �k] íà âñåõ ëèíèÿõ, ââåäåííûõ â
ðàññìîòðåíèå (ðèñ. 1).

Èç ýòîãî ðåøåíèÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ íà÷àëü-
íîãî âåêòîðà â ñå÷åíèè � = �0 âûäåëÿåòñÿ  (ôîð-
ìèðóåòñÿ) ÷àñòíîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå  êîíêðåòíîé îáëàñòè H, ïîãðóæåííîé â
H*,  è óäîâëåòâîðÿþùåå  çàäàííûì óñëîâèÿì íà
êîíòóðå I (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå — çàäàííûì
óñëîâèÿì íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè).

Òðåáîâàíèå ïðàâèëüíîñòè îáëàñòè â íàïðàâ-
ëåíèè îñè � íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ, òàê êàê íåäîñòàþ-
ùåå ñîãëàñîâàííîå ÷èñëî êîíñòàíò èíòåãðèðî-
âàíèÿ äëÿ ëèíèé, ïåðåñåêàþùèõ êîíòóð I áîëåå
äâóõ ðàç, ìîæåò áûòü çàèìñòâîâàíî ó ëèíèé,
ëåæàùèõ âíå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè H.

Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè H*, à ñëåäîâà-
òåëüíî è â îáëàñòè H ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé
I, ðàçûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ÓÄÊ 624.073  

Êîðáà÷ Â.Ã.
Ãîñóäàðñòâåííîå ïðåäïðèÿòèå "Ãîñóäàðñòâåííîå Êèåâñêîå êîíñòðóêòîðñêîå áþðî "Ëó÷". Óêðàèíà, Êèåâ
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ââåäåíèÿ ëèíèé ÌÏ è òî÷åê ôîðìóëèðîâêè 
êðàåâûõ óñëîâèé
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É LU = F,               (1)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà ãðàíèöå I íåîáõîäèìîìó
êîëè÷åñòâó êðàåâûõ óñëîâèé, çàïèñàííûõ â âèäå

L*U/I = 0,        (2)

ãäå U — âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
îáúåêòà, L, L*   — ñèìâîëû çàäàííûõ ìàòðè÷íûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, F — ãðóçîâîé ÷ëåí.

Äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé àíàëîã êðàåâîé
çàäà÷è (1—2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Y’ = A(�) ' Y + b(�)    �  [�0, �k]          (3)

�  [�0, �k]          (4)

Çäåñü Y — âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, A(�) — ìàòðèöà
êîýôôèöèåíòîâ ïîðÿäêà n, ñòðóêòóðà êîòîðîé
óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâàíèè îïåðàòîðà U è âèäà
ïðèìåíÿåìûõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, b(�) —  âåêòîð
ïðàâîé ÷àñòè, Bj — çàäàííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà,
d — çàäàííûé âåêòîð. 

Óñëîâèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â m
òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ ñ êîíòóðîì
I îòíîñÿòñÿ ê ðàçäåëåííûì êðàåâûì óñëîâèÿì,
îäíàêî äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ îíè çàïèñàíû â
íàèáîëåå îáùåì âèäå (4), õàðàêòåðíîì äëÿ ñâÿçàí-
íûõ (íåðàçäåëåííûõ) êðàåâûõ óñëîâèé.

Ðàçäåëèì èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [�0, �k] ñèñ-
òåìû (3) òî÷êàìè îðòîãîíàëèçàöèè (i = 1, 2, ..., k)
íà ðÿä ó÷àñòêîâ â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîé äëèíû.
Â ÷èñëî òî÷åê îðòîãîíàëèçàöèè âõîäÿò âñå òî÷êè
�j (j = 1, 2, ... m; m J 2), â êîòîðûõ ñôîðìóëèðîâàíû
êðàåâûå óñëîâèÿ (4).

Äëÿ ïåðåíîñà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ  Y(�0) = C0 â
òî÷êó �1 ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì (Ýéëåðà,
Ðóíãå-Êóòòà èëè äð.) íà ïåðâîì ó÷àñòêå [�0, �1] ñ
íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ðåøàåì n çàäà÷ Êîøè äëÿ
îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç (3) ïðè b = 0
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîþ
ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì ìàòðèöó ïåðåõîäà À1 äëÿ èíòåðâàëà [�0, �1].

×àñòíîå ðåøåíèå Q1 íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3)
ïîëó÷èì ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì âåêòîðå.

Òîãäà â ñå÷åíèè � = �1 ïîëó÷èì:

Y(�1) = A15C0 + Q1,                 (5)

ãäå C0 = Y(�1) — âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ê ðåøåíèþ (5) ïðèìåíèì ìåòîä äèñêðåòíîé

îðòîãîíàëèçàöèè [1], ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì

Y(�1) = Z15C1 + P1 (6)

Çäåñü Z1 — ìàòðèöà îðòîãîíàëèçàöèè; P1 —
îðòîíîðìèðîâàííûé âåêòîð; C1 — âåêòîð êîíñòàíò
èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå � = �1, êîòîðûé ñâÿçàí ñ
âåêòîðîì C0 çàâèñèìîñòüþ:

K15C0 = C1,                          (7)

ãäå K1 — âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, âûðàáàòû-
âàåìàÿ ïðè îðòîãîíàëèçàöèè âåêòîðîâ ìàòðèöû À1.

Ñòîëáöû ìàòðèöû Z1 áóäóò ñëóæèòü íà÷àëü-
íûìè çíà÷åíèÿìè ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû ïåðå-
õîäà äëÿ ó÷àñòêà [�1, �2], à âåêòîð P1 áóäåò
íà÷àëüíûì ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (3). 

Ðåøåíèå äëÿ ó÷àñòêà [�1, �2]

Y(�1) = A25C1 + Q2 (8)

ñíîâà ïîäâåðãíåì ïðîöåäóðå îðòîãîíàëèçàöèè, ÷òî
äàåò

Y(�2) = Z25C2 + P2 (9)

K15C0 = C1 (10)

Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îðòîãîíàëèçàöèè, à,
ñëåäîâàòåëüíî, è â òî÷êàõ, â êîòîðûõ ñôîðìóëè-
ðîâàíû êðàåâûå óñëîâèÿ, ðåøåíèå (3) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

(11)

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò çàäàííûå êðàåâûå
óñëîâèÿ (4) ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

(12)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (12) óñòàíàâëèâàåò
ñîîòíîøåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íà÷àëüíîãî âåêòîðà ðåøåíèÿ Ñ0 äëÿ ìíîãîòî÷å÷-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷  êàê ñ ðàçäåëåííûìè, òàê è ñî
ñâÿçàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, âêëþ÷àÿ óñëî-
âèÿ ïåðèîäè÷íîñòè.

Çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ
èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå (11), ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ
èñêîìîãî âåêòîðà â òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíå îáëàñòè
H, äîëæíû áûòü îòáðîøåíû.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3—4),  ñîäåðæàùåé òîëüêî
ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, ìîæíî ïîñòðîèòü íà
îñíîâå  ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàñøèðåííûé âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ, è, íå ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèé, ñèñòåìó (3)
çàïèøåì â âèäå

Y’ = AY .                       (13)

Â âûðàæåíèå (4) âêëþ÷èì íåîáõîäèìîå êîëè-
÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå çàïè-
øåì â âèäå, õàðàêòåðíîì äëÿ ñâÿçàííûõ
(íåðàçäåëåííûõ) êðàåâûõ óñëîâèé

(14)

Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (13) èìååò âèä [4]

Y(�) = eA� ' Y(�0).               (15)
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ÉÅñëè â (15) ïîëîæèòü � = pT, ãäå p — öåëîå

÷èñëî, à T — ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîé �, ïîëó÷èì
èçâåñòíîå âûðàæåíèå

Y(pT) = eApT ' Y((p—1)T),              (16)

îòêóäà ñëåäóåò

Y(pT) = (eAT)P ' Y(�0) = (eAT)P ' C0.        (17)

Èñïîëüçóÿ (17), îñóùåñòâèì ïðîãîíêó âåêòîðà
Y(�0) èç ñå÷åíèÿ �0 â ñå÷åíèÿ �j, ãäå ñôîðìóëè-
ðîâàíû êðàåâûå óñëîâèÿ (4). Ïîëó÷åííûå âûðàæå-
íèÿ äëÿ Y(�j) ïîäñòàâèì â (14)

(18)

ãäå  

Ðåøàÿ óðàâíåíèå (18), ïîëó÷èì èñêîìûé
íà÷àëüíûé âåêòîð C0 = Y(�0). Çíà÷åíèÿ âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ èíòåðâàëà èíòåãðèðî-
âàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (17). 

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê, ãäå
çàäàíû ìíîãîòî÷å÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äîëæ-
íû áûòü ñîãëàñîâàíû ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà Ò.

Îñòàíîâèìñÿ íà âû÷èñëåíèè ïåðåõîäíîé ìàò-
ðèöû eAT.  

Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå
ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä

, êîòîðîå, îäíàêî, â ñëó÷àå ïëîõîé

îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A èëè çíà÷èòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê íåóñòîé-
÷èâîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ïðîöåññó. 

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííîé òðóäíîñòè ïðè
âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè âîñïîëü-
çóåìñÿ àïïðîêñèìàöèåé Ïàäå [5], íàïðèìåð, â
òàêîì âèäå:

(19)

èëè         

(20)

ãäå O(T5), O(T7) — îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. 
Èçâåñòíî, ÷òî ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àïïðî-

êñèìàöèè Ïàäå îáëàäàþò ñâîéñòâîì À è L-óñòîé-
÷èâîñòè [6], è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÌÒÊÇ áóäåò
ñëàáî ÷óâñòâèòåëåí ê âëèÿíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ
ïîãðåøíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå îäèí ðàç îáùåå
÷èñëåííîå äèñêðåòíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
(1—2) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ  îòûñêàíèÿ
ðåøåíèé â îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíîãî î÷åðòàíèÿ,
ïîãðóæåííûõ â H*, â òîì ÷èñëå è ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè óñëîâèÿìè â òî÷êàõ, êîòîðûå ëåæàò
âíóòðè îáëàñòè H. 

Ïî îïèñàííûì àëãîðèòìàì áûë ðåøåí ðÿä
çàäà÷ ïî îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ  ïëàñòèí ðàçëè÷íûõ î÷åðòàíèé,
èç êîòîðûõ ïîäðîáíî ðàññìîòðèì èçãèá àíèçî-
òðîïíîé ïëàñòèíêè, íàãðóæåííîé ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûì äàâëåíèåì.

Ðàâíîâåñèå òàêîé ïëàñòèíêè èëè ïëàñòèíêè,
èçãîòîâëåííîé èç îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ãëàâ-
íûå îñè óïðóãîé ñèììåòðèè êîòîðîãî ïîâåðíóòû
îòíîñèòåëüíî ðàñ÷åòíûõ îñåé íà íåêîòîðûé óãîë
�, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [7]:

(21)

ãäå W(�, �) — ôóíêöèÿ ïðîãèáîâ ïëàñòèíêè, 
q(�, �) — âíåøíÿÿ íàãðóçêà, Di,j (i = 1,2,6, j = 1,2,6)
— æåñòêîñòè ïëàñòèíû.

Ñëåäóÿ àëãîðèòìó ìåòîäà ïðÿìûõ óðàâíåíèå
(21) àïïðîêñèìèðóåì ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà
(ñì, íàïðèìåð, [8]).

Y’ = AY + F + N (22)

Çäåñü Y — âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíêè,
ýëåìåíòàìè êîòîðîãî åñòü ôóíêöèÿ ïðîãèáîâ è åå
ïðîèçâîäíûå íà ëèíèÿõ i = 1, 2, ..., s Y = (Y1, Y2, Y3,
Y4), ãäå Yi(i = 1, 2, 3, 4)  â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíû Y1 =
(w1,w2,...,ws), Y2 = (              ), Y4 = (               ),
Y4 = (              ), à øòðèõàìè îáîçíà÷åíû ïðî-
èçâîäíûå ïî �.

Â íàøåì ñëó÷àå:
A* — êâàäðàòíàÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà   

Å — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n,
Ai(i=1, 2, 3, 4) — êâàäðàòíûå ìàòðèöû n-ïîðÿä-

êà, ñòðóêòóðà êîòîðûõ çàâèñèò îò âèäà ïðèìåíÿå-
ìûõ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, 0 — íóëåâûå ìàòðèöû,

F — âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû 4s,

$ & $ & ,dYBCeBB
m

j

jP
AT

j 	'	/0
1

23
4 '� ,

	
00

2
1 �

.
T

P j
j

�
	

,
�

	
	

0s

ss
AT

!S

TA
e

$ &

$ & $ &52

1
2

12

1

2

1

12

1

2

1

TOATATE

ATATEeAT

�/
0

1
2
3

4
��5

5/
0

1
2
3

4
�
	




$ & $ &

$ & $ & $ &,TOATATATE

ATATATEeAT

722

1
22

120

1

10

1

2

1

120

1

10

1

2

1

�/
0

1
2
3

4
���5

5/
0

1
2
3

4
��
	




$ &

$ &,,q
W

D
W

D

W
DD

W
D

W
D

��	
�@

@
�

�@�@

@
�

�
�@�@

@
��

�@�@

@
�

�@

@

4

4

223

4

26

22

4

66123

4

164

4

11

4       

224

s
'''''' w,...,w,w 21

s
''''''''' w,...,w,w 21

,

AAAA

E

E

E

*A

4321

000

000

000

	

$ &,qq,q
D

Q,

Q

F s,...,21
22

1
  

0

0

0

		

s
''' w,...,w,w 21

tc2_2009.qxp  07.07.2009  12:09  Page 43



N — ìàòðèöà êîíòóðíûõ è çàêîíòóðíûõ
ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé ïðîãèáà è åå ïðîèçâîäíûõ
íà ëèíèÿõ ñ èíäåêñàìè –1,0, s + 1, s + 2.  

�j (j = –1,0, s + 1, s + 2) — ñòîëáöû ðàçìåðîì n:

Ìàòðèöû Ai(i=1, 2, 3, 4) èìåþò âèä

Ïîëó÷åííûå èç ÷àñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó íåèçâåñòíûìè êîíòóðíûìè è
çàêîíòóðíûìè ôóíêöèÿìè ñ îäíîé ñòîðîíû è ôóíê-
öèÿìè íà âíóòðèëåæàùèõ ëèíèÿõ ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü èç (22) ìàòðèöó N. 

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì ÌÒÊÇ ðå-
øàëàñü äëÿ êâàäðàòíîé ïëàñòèíêè, çàùåìëåííîé
ïî êîíòóðó. Ñõåìû ââåäåíèÿ äåëèòåëüíûõ ëèíèé
ïîêàçàíû íà  ðèñ. 2. 

Â ñëó÷àå ìíîãîòî÷å÷íîãî âàðèàíòà ìåòîäà ïðÿ-
ìûõ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (21) äëÿ èçîòðîïíîé
ïëàñòèíêè (D16 = D26 = 0, D11 = D22 = D12 + 2D66 = D,

) èíòåãðèðîâàëîñü â îáëàñòè ÀÑB (ó÷èòû-

âàëàñü ñèììåòðèÿ ïî ëèíèè ÀÑ), à â ñëó÷àå îáû÷-
íîãî âàðèàíòà ìåòîäà ïðÿìûõ ðàññìàòðèâàëàñü
îáëàñòü OFBE ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. 

Âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé Y(�0) îïðåäåëÿëñÿ
èç óðàâíåíèÿ (18). 
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ÉÐåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ôóíêöèè ïðîãè-
áà è èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â öåíòðàëüíîé òî÷êå
ïëàñòèíêè ñîãëàñíî [9] ðàâíû:   = 1.26 ' 10–3,   =
2.31 ' 10–2. 

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îðòî-
òðîïíîé ðîìáîâèäíîé ïëàñòèíêè (ðèñ. 3), çàùåì-
ëåííîé ïî êîíòóðó è  íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì
ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè.

Ðàçìåðû ïëàñòèíêè — ÀB = DC = 10 ñì, 
> = 30 ãðàä,  h = 0.1 ñì. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà — 
E1= 3,05 ' 105 êã/ñì2, E2 = 1,88 ' 105 êã/ñì2, �1 = 0,194,
�2 = 0,12. Íàãðóçêà q = const = 1 êã/ñì2.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïðèìåíÿëàñü äèñêðåòíàÿ
îðòîãîíàëèçàöèÿ âåêòîðîâ-ðåøåíèé, à âåêòîð íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé îïðåäåëÿëñÿ èç óðàâíåíèÿ  (12). 

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
ÌÒÊÇ îöåíèòü òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ

çàòðóäíèòåëüíî. Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ îöåí-
êà òî÷íîñòè (óñòîé÷èâîñòè) ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðîâîäèëàñü ïî íàèáîëüøåé ïîãðåøíîñòè
óäîâëåòâîðåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé è/èëè ïî ñîâïà-
äåíèþ çíà÷åíèé â ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ èíòåð-
âàëà èíòåãðèðîâàíèÿ, åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ.  Ïðè
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ÌÒÊÇ ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ áîëåå óñòîé÷èâûì îêàçàëñÿ âàðèàíò ñ
èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèé Ïàäå.

Òàê, íàïðèìåð, ïðè òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ äëèííîé
æåñòêî çàùåìëåííîé ïî êîíòóðó ïðÿìîóãîëüíîé
ïëàñòèíêè (ñîîòíîøåíèå ñòîðîí 1:15, ëèíèè ÌÏ
ââîäèëèñü âäîëü äëèííîé ñòîðîíû ïëàñòèíêè)
ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû (18) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
ïðîãèáîâ è åå ïðîèçâîäíûõ â ñèììåòðè÷íûõ òî÷-
êàõ  ñîâïàëè ñ òî÷íîñòüþ äî 8-10 çíà÷óùèõ öèôð.
Ïðè ýòîì íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óäîâëåòâî-
ðÿëèñü ñ òî÷íîñòüþ îò 10–17 â íà÷àëå èíòåðâàëà
èíòåãðèðîâàíèÿ è äî 10–11 â êîíöå èíòåðâàëà ïðè
ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ôóíêöèè ïðîãèáîâ ïî-
ðÿäêà 10–2.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòàííûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìíîãîòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷
ïîêàçàëè õîðîøóþ òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïðè
ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ â ñëó÷àå ïëîõîîáóñëîâ-
ëåííûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è/èëè áîëüøèõ èíòåðâàëîâ  èíòåãðèðîâàíèÿ. 
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Íîìåðà
òî÷åê

(ðèñ. 2) 

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ          ,
÷èñëî ïðÿìûõ s = 5 

Ìíîãîòî÷å÷íûé 
âàðèàíò ÌÏ 

Îáû÷íûé 
âàðèàíò ÌÏ 

Êîýôôèöèåíòû ïðîãèáà   â ôîðìóëå  

1 1,30'10–3 1,25'10–3

2 9,57'10–4 9,17'10–4

3 2,05'10–4 1,90'10–4

4 1,40'10–4 1,42'10–4

5 3,56'10–5 3,09'10–5

6 2,63'10–4 2,59'10–4

7 7,04'10–4 6,76'10–4

8 1,13'10–3 1,08'10–3

9 5,44'10–4 5,20'10–4

Êîýôôèöèåíòû èçãèáàþùåãî ìîìåíòà  
â ôîðìóëå M =   ' qa2

1 2.32'10–2 2.26'10–2
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Ðèñ. 3. Ãåîìåòðèÿ ïëàñòèíêè è ñõåìà ââåäåíèÿ ëèíèé

Óãîë ïîâîðîòà
îñåé îðòîòðîïèè �,  ãðàä.  

×èñëî ïðÿìûõ s=25

Ïðîãèá â öåíòðå
ïëàñòèíêè, ñì

0 6,93'10–2

30 4,61'10–2

90 5,02'10–2

Èçîòðîïíàÿ
ïëàñòèíêà

E = 2,1 ' 106 êã/ñì2, 
� = 0,3

Ìåòîä
ïðÿìûõ

5,76'10–3

Ìåòîä
êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ

5,55 ' 10–3 F 5,74 ' 10–3

Òàáëèöà 2
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